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Problema I (10 puncte) 

a) Daţi exemplu de şir   1n na


 cu proprietăţile:  2lim 0n nn
a a 
  , iar şirul 1, 2n n nb a a n   , este 

nemărginit. 

b) Fie un şir   1n na


 cu proprietatea că  2lim 0n nn
a a 
  . Demonstraţi că 1lim 0n n

n

a a
n






 .  

*** 
 

Soluţie. 

a) De exemplu, putem considera şirul  1 n
na n  :      2

21 2 1 0
2

n n
n na a n n

n n       
 

, 

însă     1 1 1n
n n nb a a n n       este nemărginit. (4p) 

b) Considerăm şirul    11 n
n n nc a a    . Folosind lema Stolz-Cesaro, avem: 

   11
1 1lim lim 1 0 lim 0

1
nn n n

n nn n n

c c ca a
n n n


   


     

 
. 

Rezultă că 1lim 0n n

n

a a
n






 . (5p) 

 

Problema a II-a (10 puncte) 

Spunem că matricea U   nM  are proprietatea (P) dacă: oricare ar fi matricele A, B   nM  pentru 
care AB U , atunci BA U . Demonstraţi că următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
(i) U are proprietatea (P); 
(ii) există *a  astfel încât nU aI . 

Marian Andronache 
 
Soluţie. 
(ii) (i): 1det det 0n

nAB aI A B a A         nM 1 1
nB aA BA aA A aI      . (2p) 

(i) (ii): Fie U matrice cu proprietatea (P). Arătăm că U comută cu oricare matrice inversabilă A   nM : 

   
 

 1 1 1 1 1 1
P

U A A U UA A U A UA U AUA UA A UAA AU UA               . (2p) 

Arătăm acum că U comută cu oricare matrice X   nM : există   pentru care  det 0nX I  . Matricea 

nX I  fiind invesabilă, avem:    n nX I U U X I XU U UX U XU UX            . (2p) 
Cum U comută cu toate matricele din  nM , rezultă că ,nU aI a  . (1p) 
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XI 
Rămâne să dovedim că 0a  . În caz contrar, U ar fi matricea nulă, care nu are proprietatea (P): alegem  ijA a  

cu 11 1a   şi 0ija   în rest şi  ijB b  cu 1 1nb   şi 0ijb   în rest şi avem că nAB O  şi nBA O . (2p) 
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