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Problema I (10 puncte)
a) Dati exemplu de sir (a,)  cu proprietdtile: lim(a,—-a, ,)=0, iar sirul b, =a,—a, ,,n>2, este
nemarginit.
b) Fie un sir (a,) . cu proprietatea ci lim(a, —a,_,)=0. Demonstrati ca lim 22 =1 — ¢,
- n—>0 n—>0 n

kksk

Solutie.
2

a) De exemplu, putem considera sirul a =(-1)'Vn: a —a_, =(-1)(Vn-n-2)=(-1) —=—= >0,
) plu, p § n() nn2()( )()x/;+\/nj

insd b,=a,-a,, =(-1) (JZ +/n —1) este nemarginit. (4p)
b) Considerdm sirul ¢, =(-1)"(a, —a,_, ) . Folosind lema Stolz-Cesaro, avem:

lim = =% — fim (=1)""(a,,, —a, ,)=0=> lim == =0.

e l—n e
Rezulta ci lim 22 —%=1— ¢ (5p)
Problema a 11-a (10 puncte)

Spunem ca matricea Ue M, (C) are proprietatea (P) daca: oricare ar fi matricele 4, B e M, (C) pentru
care AB=U, atunci B4 =U . Demonstrati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) U are proprietatea (P);
(ii) existd @ € C” astfel incat U =al .
Marian Andronache

Solutie.
(i)=(i): AB=al, = detA-detB=a"#0=34"'e M,(C) =>B=ad' = BA=ad 'd=al, . (2p)

(i)= (ii): Fie U matrice cu proprietatea (P). Aratim cd U comutd cu oricare matrice inversabila 4e,(C):
(P)

U(4'4)=U=(UA")A=U=A(UA")=U= AUA" =UA"'A=UAA™ = AU =UA . (2p)

Aratdm acum cd U comutd cu oricare matrice Xe M, (C): exista 1€ C pentru care det(X —A1,)=0. Matricea

X — Al fiind invesabild, avem: (X — A, )U =U (X - 11,)= XU - AU =UX - AU = XU =UX . (2p)

Cum U comuta cu toate matricele din M, (C), rezultd ca U =al,,acC. (1p)
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Ramane sa dovedim ¢ a #0. In caz contrar, U ar fi matricea nuld, care nu are proprietatea (P): alegem A= (aij)

cu g, =1 si a, =0 inrest si B:(b..) cu b, =1sib,=0 inrestsiavemca AB=0, si BA= O, . (2p)
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